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RESUME. Cet article présente la simulation en temps continu des systéemes stochastiques a com-
mutation avec un contréle basé sur les événements. Le modele utilisé est un intégrateur com-
muté avec des états multiples, caractérisé par une chaine de Markov en temps continu. L ob-
Jectif principal est de maintenir la variable d’état du systeme dans les limites imposées. Des
limites pour arréter le contréle ont été aussi considérées durant la simulation. Finalement on
présente les résultats obtenus pour minimiser un critére quadratique d’énergie en appliquant le
controle basé sur les événements.

ABSTRACT. This paper presents a continuous time simulation method for stochastic switching
systems while applying event-based control. The main system we have used is a multi-state
integrator having a switching behavior, being described by a continuous-time Markov Chain.
The objective of the event-based control method is to maintain the continuous system state vari-
able between extreme limits. Control stopping limits have also been taken into consideration.
Finally we present the results we have obtained in order to minimize a quadratic energy cost
while applying event-based control.
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1. Introduction

Pendant les derniéres années les systémes stochastiques a commutation ont été
utilisés comme une méthode spéciale de modélisation pour les systémes dynamiques,
en raison de leur comportement dual : continu et discret. Ces systémes stochastiques
a commutation ont été utilisés pour les systemes de transport (Pola et al., 2003) -
(Tomlin ef al., 1998), les systémes de route automatisés (Varaiya, 1993), les réseaux
de communication (Hespanha, 2005), dans la robotique (Egerstedt, 2000), pour les
systémes automobiles (Balluchi et al., 2000) et aussi pour les systémes biologiques
(Khare et al., 2005). La commutation entre les états est représentée par des chaines de
Markov en temps continu avec des valeurs dans un espace d’état fini. On peut modéli-
ser les systémes stochastiques a commutation en utilisant des équations différentielles
(Liberzon, 2003) :

Z(t) = fa(t)(taz(t)?u(t))7t >0,

avec o : [0,00) — {1,2,.., N} le signal de commutation (une fonction constante par
morceaux avec un nombre dénombrable de discontinuités), z(t) € R,, la composante
continue de 1’état qui a des valeurs réelles et u(t) € R, la commande de controle
appliquée sur le systeme. Le signal de commutation o sélectionne la dynamique du
systéme a chaque instant temporel ¢.

Malgré leur flexibilité de modélisation, les systémes stochastiques a commutation
sont plus difficiles a analyser : des solutions analytiques sont difficiles a obtenir et peu
d’algorithmes pour la simulation numérique existent. La simulation numérique est une
technique d’analyse puissante mais les méthodes de simulation doivent étre soigneuse-
ment choisies pour obtenir des résultats précis. Des différentes techniques de simula-
tion ont été développées pour les systemes industriels (Wei et al., 1989), les systémes
chimiques (Gibson et al., 2000), les réseaux génétiques (Hu et al., 2004), les systemes
biochimiques (Salis et al., 2005); ainsi des algorithmes numériques pour I’analyse
d’accessibilité des systémes stochastiques hybrides sont fournis dans (Cassandras et
al., 2007).

Un algorithme efficace de simulation pour évaluer le niveau d’exécution des lignes
de production a été développé par (Suri et al., 1991). Cet algorithme a été également
appliqué par (Royer, 2006) pour la simulation en temps continu du trafic des paquets
dans les réseaux de communication. A partir de cet algorithme, nous avons dérivé
un algorithme de simulation en temps continu pour une famille des systémes sto-
chastiques a commutation aléatoire, sur lesquels est appliqué le controle basé sur des
événements. On considére le controle basé sur les événements comme une méthode
de contrdle appropriée pour le systéme que nous utilisons. Appliquer la commande
seulement quand il est nécessaire et jusqu’a ce que certaines conditions sont remplies,
permet de simplifier grandement le systéme de capteurs qui équipent le procédé (seule-
ment une détection de seuil est nécessaire a la place d’un échantillonnage continu).
Egalement, en (Astrom, 2002) il a été prouvé que pour certains types de systémes la
commande basée sur les événements permet de réduire 1’énergie totale du systéme par
rapport a la commande basée sur 1’échantillonnage périodique (bien que, une preuve
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générale n’a pas été fournie). Cette méthode d’action sur le systéme seulement quand
certains événements apparaissent est devenue une approche intéressante pour résoudre
les problémes de contrdle dans les services de santé, les réseaux de transport, les sys-
témes industriels (Pettersson et al., 2006), ou les systémes biologiques (Wilson, 1999).
Malheuresement il y a peu de théorie sur la conception d’un contréleur basé sur les
événements (Astrom, 2002), (Kofman et al., 2006), (Tabuada, 2007) et souvent le pro-
bléme peut étre traité comme un processus Markovian de décision.

Le modéle du systéme que nous employons est décrit dans la section suivante.
L’algorithme de simulation en temps continu avec le controle basé sur les événements
est présenté dans la Section 3. Un cas d’étude est fourni dans la Section 4.

2. Modéle principal

Le modele principal que nous utilisons est un type particulier de systéme a commu-
tation stochastique avec des taux de variation constants associés a la variable continue.
On appelle ce systéme un intégrateur a commutation avec un comportement hybride
(continu et discret) pour lequel on applique un contrdle basé sur les événements.

2.1. Intégrateur commuté non controlé

Pour décrire I’intégrateur stochastique a commutation non contr6lé on utilise les
équations différentielles suivantes :

i(t) = Tz(t)
{ z(0) = zo [1]

avec x(t) la variable d’état, o € R 1’état initial du systéme, Z(¢) le mode du systéme
a linstant ¢ avec des valeurs aléatoires dans ’espace d’état fini S = {1,2,.., N},
et () les taux constants de variation de la variable continue x(t) de tel sorte que
ri > 0,Vi € {1,..,M},etr; <0,V € {M+1,..,N}. On associe au systéme
ci-dessus une chaine de Markov en temps continu, qui est représentée par la matrice
de taux de transition suivante :

_Ejsél A1j A12 . AN
Q- A21 =D N2 - A2, N
v VPR STOND o7

avec A; ; le taux de transition entre I’état i et I’état j. De plus, la probabilité de transi-
tionentre i et jest p; j = N ;/ Zj# Aij-

Un intégrateur stochastique a commutation a deux états avec les taux d’évolution
de la variable continue ;1 > 0, ro < 0 est représenté dans la Figure 1. En utilisant les
notations de (Cassandras, 2008), on note o1 1’événement de transition entre 1’état 1 et
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I’¢état 2 apres une période de transition aléatoire qui dépend du taux de transition A, et
o2 I’événement de transition entre I’état 2 et 1’état 1 aprés une période de transition
aléatoire qui dépend du taux de transition u. Pour ce systéme, quand certaines condi-
tions sont remplies, un type particulier de contrdle est considérée, qui est le controle
basé sur les événements.

o,

Figure 1. Représentation stochastique hybride pour l'intégrateur a commutation non
controlé a deux états

2.2. Controéle basé sur les événements pour l’intégrateur a commutation

Le contrdle basé sur les événements est souvent considéré comme une approche
naturelle pour des nombreux systémes a commutation parce qu’il réagit rapidement
aux perturbations, avec des bonnes performances. En (Astrom, 2002) il a été montré,
pour quelques exemples, que ce type de contrdle peut étre appliqué a des systémes
avec plusieurs périodes d’échantillonnage, a des systémes distribués et a retards qui
rendent les systémes classiques de données échantillonnées difficiles a étudier. Re-
lativement peu des résultats analytiques ont été publiés sur le contrdle basé sur les
événements. Récemment un probléme trés similaire a été traité en (de Saporta et
al., n.d.a; de Saporta et al., n.d.b) par des approches numériques. Notre but est de
proposer un simulateur des systémes commutés a événements discrets qui peut étre
utilisé comme référence et benchmark pour les méthodes analytiques et numériques.
Nous adoptons un contréleur basé sur les événements que nous considérons qui ex-
ploite les événements définis par les objectifs de commande du systéme stochastique
a commutation étudié.

L’objectif principal est de maintenir la variable d’état de systéme entre des limites :
x(t) € [Xmin, Xmaz) €n utilisant une énergie minimale. Afin de définir I’objectif de
minimisation d’énergie on utilise le critére de colt quadratique suivant :

1 T
J = lim <?/0 [q-2%(t) +7r- uz(t)]dt> ,q,r > 0. [2]

Le choix de ce critére quadratique sera justifié a la fin de cette section.

Chaque fois qu’une des limites a été atteinte, le controle sera appliqué jusqu’a
ce que x(t) atteindra 'une des limites d’arrét du contréle Xp, ou Xr. Nous no-
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tons contréle supérieur le contrdle appliqué dans la zone supérieure (X7, Xynqo] et
controle inférieur le contrdle appliqué dans la zone inférieure [ X,,;,, X1 ). La figure
2 représente des trajectoires de I’intégrateur & commutation, avec ou sans le controle
basé sur les événements, qui correspondent a la description suivante de I’évolution du
systéme :

— aucun controle est appliqué si :

- la variable d’état x(¢) est dans la zone sans contrdle : [X 1, X ] ou

- la variable d’état est dans I’intervalle supérieur de contréle (Xz, Xynaz) et
aucun contrdle n’a été nécessaire avant 1’instant ¢ ou

- la variable d’état est dans I’intervalle inférieur de contrdle (X,,;,, X1) et
aucun controle n’a été nécessaire avant I’instant 7

— le contréle supérieur est appliqué si la limite maximale a été atteinte (z(t) =
Xmaz) ou si le vecteur d’état est toujours dans 1’intervalle supérieur de contréle méme
si le contréle a été appliqué avant I’instant ¢ ; ce qui signifie que le contrdle sera appli-
qué jusqu’a ce que x(t) = X ;

—le contrédle inférieur est appliqué si la limite minimale a été atteinte (z(t) =
Xmin) ousi le vecteur d’état est toujours dans I’intervalle inférieur de contrdole méme
si le contréle a été appliqué avant I’instant ¢ ; ce qui signifie que le contrdle sera appli-
qué jusqu’a ce que z(t) = X,.

4 Controéle supérieur
X 3 o----» Evolution du systéme
X, . T oA sans contréle
e o > &> Evolution du systéme
i Aucun contrdle avec contréle
0
L
X, % " .
2 e I el
min == |

Contrdle inférieur

Figure 2. Trajectoires possibles de [’intégrateur a commutation avec controle

Tenant compte des spécifications mentionnées, 1’équation différentielle pour le
systéme contrdlé [1] devient :

{ T(t) =170 + uze (2(t)) (3]

x(0) =z
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avec

0 ,Si Cl
uzn(z(t)) = —QHi  siCy Ve {1,2.N]
+QLy  51C3,Vm € {1,2..N]

(t)
2(t) € (Xa1, Xomaw) A u(Z(t — At)) = 0)V
(t)

(

( =0

(z(t) € (Xmin, X) Nu(Z(t — At)) = 0)
Cy: (état=1) A [(x(t) = Xpmaz)V

( 0)]

E tat=m) N [(z(t) = Xpmin)V

w(t) € (X, Xpnaz) A u(Z(t — At)) #
2() € (Xpmim, X1) Au(Z(t — Ab)) 2 0)]

Qs

La notation Q) H; indique le contréle supérieur appliqué quand la chaine de Mar-
kov est dans I’¢état [, Q L,, est le contréle inférieur appliqué en état m, pendant que A,
représente un intervalle de temps infinitésimal. Il est important de spécifier que pour
appliquer le contrdle basé sur les événements, Q) H; et () L,,, seront choisis de tel sorte
que :

r—QH; <0 ,VQH[>0,Z€{1,..N}
Tm+ QLm >0 VQL,, >0,me {1,..N}

Figure 3. Représentation stochastique hybride pour un intégrateur a commutation a
deux états avec un contréle basé sur les événements

Le systéme décrit par [3] peut également étre modélisé par I’automate de la Figure
3. Afin de spécifier la fagon dans laquelle les transitions d’un état a I’autre se pro-
duisent, nous devons définir les événements qui peuvent intervenir. On note par  éve-
nements incontrolables de la chaine de Markov” les événements qui sont indépendants



Simulation aléatoire en temps continu 7

des frontiéres extrémes (et des limites d’arrét du contréle) et qui font commuter le sys-
téme entre les états ayant le méme type de controle (aucun, supérieur ou inférieur)
ces événements sont représentés par o1, oa. On appelle “événements de controle” les
événements qui peuvent changer le type de contrdle appliqué au systéme. On utilise
la notation x T X,qz et © | Xnipn pour les événements qui font atteindre respecti-
vement la limite maximale et minimale, x | X et x T X quand il faut arréter le
controéle supérieur ou inférieur. Ces transitions ont été également marquées de fagon
discontinue dans la Figure 3.

2.3. Critére quadratique de minimisation

Le comportement du systeme contr6lé décrit, par exemple, par la Figure 2 peut
étre regardé comme une alternance entre deux processus de renouvellement avec des
points de renouvellement X7 et X, (périodiquement le systéme va “redémarrer” soit
dans le point X 77 soit dans le point X ). Le traitement analytique d’un tel systéme est
trés difficile par contre ce point de vue nous permet de définir le critére quadratique
de minimisation : en effet, la minimisation globale de 1’énergie du systéme repose sur
la minimisation de I’énergie sur chaque période de renouvellement (une période de
renouvellement est définie par exemple par I’évolution libre du systeme entre X7 et
Xmaz suivie par 1’évolution contrélée entre X, et X, toutes les combinaisons
possibles — quatre pour le systéme considéré — doivent étre prises en compte). Puisque
la période de renouvellement est inconnue en absence d’un traitement analytique trés
difficile (une approche numérique pour le calcul du temps de sortie d’une région dans
une chaine de Markov hybride peut étre trouvée en (Brandejsky et al., n.d.)), on choisit
pour la simulation de minimiser le critére équivalent qui est la moyenne statistique de
I’énergie par unité de temps en regime asymptotique qui peut étre également exprimée
par la formule [2]. Par ailleurs cette formule peut étre calculée directement au cours
de la simulation.

La résolution analytique du probléme de commande optimale est trés difficile
méme pour un systéme simple. En raison du caractére stochastique du probléme, de
I’horizon infini et du fait que les cofits (taux d’évolution r;) ne sont pas du méme
signe, une approche directe par programmation dynamique de résolution d’une équa-
tion Hamilton-Jacobi-Bellman est difficile. Une solution basée sur un modéle appro-
ché et une optimisation non-linéaire a été proposé en (Mihaita et al., 2011). Dans ce
papier on propose une résolution du modele exact par simulation a événements dis-
crets.

3. Simulation en temps continu

La simulation des systémes stochastiques a commutation est une technique im-
portante pour comprendre et analyser le comportement du systeme. Par rapport aux
simulations discretes, la simulation en temps continu aide a réduire le temps d’exé-
cution et I’acces aux ressources de mémoire (le nombre d’événements en simulation
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est réduit par rapport a une simulation en temps discret). Comme indiqué dans I’intro-
duction, nous avons adapté 1’algorithme de simulation pour des lignes de production
en tandem fournis par (Suri ef al., 1991) aux conditions de contréle décrites dans la
section précédente. Ensuite nous présentons 1’algorithme de contréle adapté pour le
systéme intégrateur a états multiples [1]. En raison de I’occurrence aléatoire des tran-
sitions entre les états du systéme, des statistiques sont également calculées a certains
instants de temps réguliers. Une période statistique est choisie pour laquelle nous cal-
culons les statistiques sur la variable d’état; cette méthode sera utile dans 1’étape de
validation. Nous allons définir les parametres principaux que nous allons utiliser pour
la simulation.

Nous définissons d’abord I’état du systeéme ayant un contréle basé sur les événe-
ments. Soit Z(t) I’état du systéme a I’instant ¢ avec :

INC, pour z(t) € (X1, Xg] et Uz(t) = 0,ie{l,..,N}
Z(t) = q iHC,pourx(t) € (Xu, Xmaz] et ugze) = —QH; [5]
iLC, pour x(t) € [Xomin, X1) etuzy) = +QL;

Soit N le nombre d’états du systéme, X la variable d’état en temps continu,
X les statistiques sur la variable d’état et r; > 0, r; < 0 les taux de va-
riation positifs et respectivement négatifs associés aux états ¢ € {1,..,M}, j €
{M + 1,..,N}. Quand le contrdle est nécessaire, les paramétres de controle se-
ront appliqués de sorte que : 1, — QHy < Oetr, + QL > 0,Yk € {1,..,N}.
On définit également I’ensemble des événements possibles pour un état s € Z(t) :
E = {{0s},{NH},{HNgs},{NLss},{LNgs}}; chacun de ces événements est
défini dans le Tableau 1. On considére A\ le taux de transition de I’état de départ s
vers I’état suivant déterminé par le prochain événement qui a été choisi, 7' la lon-
gueur de la simulation et State I’historique des états pendant la simulation avec des
valeurs dans I’ensemble {iNC,iHC,iLC},i € {1,..N}. Le comportement aléatoire
du systeme donne des résultats différents a chaque simulation. Par conséquent plu-
sieurs simulations sont nécessaires en utilisant le méme ensemble de données; soit
N, le nombre de simulations appliquées.

Symbole | Evénements représentés

{os} Sortir de I’état s vers un autre état ayant le méme type de controle
{NH,s} | Passage de I’état s sans contréle vers I’état s avec contréle supérieur
{HN,s} | Passage de I’état s avec contréle supérieur vers I’état s sans contréle
{NLs} | Passage de I’état s sans contréle vers I’état s avec contréle inférieur
{LN,s} | Passage de I’état s avec contréle inférieur vers I’état s sans contréle

Tableau 1. Liste de tous les événements possibles

Il faut également préciser que les événements {o } sont caractéristiques a la chaine
de Markov ayant des transitions aléatoires entre les états, alors que { N Hys }, { H N5},
{NLss}, {LNgs} sont déclenchés uniquement par les changements de la variable
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d’état x(t) (lorsque les limites extrémes ou les limites pour arréter le controle sont
atteints). Nous avons également pris en compte le fait que chaque événement est lié a
une horloge représentant le temps de la prochaine occurrence de cet événement. Quand
I’horloge arrive a zéro, 1’événement se déclenche apportant des changements dans
I’état du systeme, selon la description ci-dessus. L’ensemble des périodes d’occur-
rence pour les événements précédents est T = {T,., Tnu... Tun..,InL... TLN.. }-
T,. est spécifique a la chaine de Markov et représente le temps de sortie de I’état s ;
il est un échantillon aléatoire de la distribution exponentielle de taux de transition As.
Chaque fois que le systéme change de type de controle, 17, est mis a jour de tel sorte
que T, =Ty, — Tow, 00 T € {ITnm,.,, Tun..,INL..,TLN,.}-

T'n m,. représente le prochain temps de changement de type de controle pour I’ état
s : de sans controle vers le controle supérieur ; c’est le temps pour atteindre la limite
maximale X, dans I’état s et on I’exprime (X0, — X (t))/|7i]- T .. estle temps
nécessaire pour arréter le contréle supérieur dans 1’état s et atteindre X7 ; on peut
Iécrire (X (t) — Xp)/|rs — QHy|. Ensuite Ty 1., est le temps nécessaire pour passer
de sans contréle au contréle inférieur et on 1’écrit (X (t) — X,nin)/|7s|; il représente
en fait le temps mis pour atteindre la limite minimale X,,,;,. Finalement, 77, x__ re-
présente le temps nécessaire pour atteindre X, et arréter le controle inférieur ; il peut
étre écrit (X, — X (¢))/|rs + QLs|.

Les étapes principales de la simulation sont présentées dans la suite :

1. INITIALISATION DES PARAMETRES DU SYSTEME

Les paramétres suivants sont initialisés : N, Ty, N,,, X(1), Xs (1), r; > 0, 7; <0,
i € {1,.M},j € {M + 1,.N}, la période statistique ds;; les paramétres de
contrdle QH; > 0, QL,, > 0, 1,m € {1,..N}; I’état initial State(1); I'instant
initial d’occurrence des événements T;,,, (1) ; instant initial de temps pour les sta-
tistiques T;(1) avec son index initial Ly, = 1; I’énergie consommée pour appli-
quer le haut et le bas contrdle : Engpy = 0, Engr = 0. On initialise aussi les
périodes d’occurrence pour les prochains événements a partir de I’état s = State(1) :
{To..,Tnb.., TN, TNL. TN, -

2. CHOISIR LEVENEMENT SUIVANT
En regardant les événements possibles pour 1’état actuel s = State(j), le prochain
événement a choisir est celui qui correspond au plus court temps d’occurrence :

tant que T (j) < Ty // choisir le prochain événement possible
At =min{To,, Tnu.., Tun. TNL. T}
nexte, = prochain événement possible correspondant a At
nexte, € {{os}, {NHgss}, {HNss},{NLgs}, {LNss}}

(6]

3. ANALYSER L'EVENEMENT SUIVANT
A partir de I’état actuel du systéme, on analyse le prochain événement qui a été choisi.
Quand next., = {0} le systéme commute de I’état actuel s vers un autre état destina-
tion d ayant le méme type de contrdle. L’état d sera aléatoirement choisi en comparant



10 JESA —45/2011. MSR 2011

les probabilités de transition entre s et les autres états de la chaine (ps s, {s,7 € Z(t)})
ayant le méme type de contrdle (p;; = 0). Le prochain temps d’occurrence 7,
deviendra un échantillon de la distribution exponentielle du temps de sé¢jour dans
le prochain état d. D’autre part, quand on change le type de controle pour 1’état s,
T, =T, — At

cas nexte, = {os}
X(j) € [Xr, Xn]
State(j) = mNC,m € {1, .., N} /laucun contréle
State(j + 1) = dNC'// choix aléatoire selon p,,no,nne,n € {1,..N}
Calculer ng, TNHdd’ TNde
X(J) € (XHa Xmam)
State(j) = mNC,m € {1, .., N} /laucun contréle
State(j + 1) = dNC'// choix aléatoire selon p,, nonve,n € {1,..N}
Calculer ng, TNHdd’ TNde
State(j) = mHC,m € {1, .., N} //continuer le contrile supérieur
State(j + 1) = dHC'// choix aléatoire selon p,,no,nne,n € {1,..N}
Calculer 15, ,, TNy,
X (j) = Xonao // appliquer le contréle supérieur
State(j) = mHC,m € {1,..,N}
State(j + 1) = dHC'// choix aléatoire selon p,,no,nne,n € {1,..N}
Calculer 75, ,, T N,
X(]) € (szrn XL)
State(j) = mNC,;m € {1, .., N} /laucun contréle
State(j + 1) = dNC'// choix aléatoire selon p,, nonve,n € {1,..N}
Calculer ng, TNHdd’ TNde
State(j) = mLC,m € {1, .., N} // continuer le contréle inférieur
State(j + 1) = dLC'// choix aléatoire selon p,,nc nne,n € {1,..N}
Calculer 15, Ty N,
X (j) = Xonin // appliquer le contréle inférieur
State(j) = mLC,m € {1,.., N}
State(j + 1) = dLC'// choix aléatoire selon p,,nc nnc,n € {1,..N}
Calculer 75, Tr Ny,
cas nexte, = {NHs} // commute vers le contrdle supérieur
X(]) € (szrn Xmaa:)
State(j) = mNC,m € {1,..,N}
State(j+1) =mHC
Mise a jour de T,,, = T, — At, Calculer T'x .,
cas newte, = {N Ly} //commute vers le contréle inférieur
X(]) € (szrn Xmaa:)
State(j) = mNC,m € {1,..,N}
State(j + 1) = mLC
Mise a jour de T,,, = T, — At, Calculer T'vp,.,
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cas nexte, = {H Nz} // arréter le contréle supérieur
X(]) € (XH, Xma:c]
State(j) = mHC,m € {1,..,N}
State(j + 1) = mNC
Mise a jour de T,,, = 1, — At, Calculer Ty,
cas nexte, = { LNy} // arréter le contréle inférieur
X(]) € [szn7 XL)
State(j) = mLC,m € {1,..,N}
State(j + 1) = mNC
Mise a jour de T,,, = T,,, — At, Calculer T, n,,

4. MISE A JOUR DU SYSTEME

Une fois que le prochain événement a été choisi et analysé, une mise a jour est né-
cessaire pour la variable d’état et pour le temps d’occurrence des événements. 7, est
le taux de variation associé a I’état actuel s qui peut prendre des valeurs différentes :
rs € {rm, (rm — QHp), (rm + QL) },m € {1,.., N}; (par exemple si le contréle
supérieur est appliqué dans I’état s alors le taux de variation devient s — QQ H;). Les
énergies consommeées seont également calculées quand on applique le contréle supé-
rieur ou inférieur dans 1’état s.

Toim(§ + 1) = Tsim (j) + At; / /avancer le temps de simulation
X(G+1)=X(j) +rs - At; //mise a jour de la variable d’état
Engn = Engm + QH? - At; / /calcul des énergies consommées
Engr = Engr + QL? - At;

Verible et X{)
N
Varible défat avecﬁat\shquesxl[l)
v
i

Figure 4. a) Variable d’état X (t) b) Variable d état avec statistiques X (1)

5. STATISTIQUES
Nous calculons des statistiques sur la variable d’état X a des intervalles de temps
réguliers, selon la période statistique choisie dg¢, et non pas a chaque occurrence des
événements. Si deux événements consécutifs ont lieu au cours de la méme période
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statistique, aucune mesure ne sera prise. Un exemple de 1’application des statistiques
avec dg; = 1 est illustré dans la Figure 4.

d = floor|(Tsim(j + 1) — Tst(Lst))/dstl;
st d=0 /aucune mesure ne sera prise;
st d>1 //calcul des statistiques successives
k=1
tant que k <d
Tst(Lst + k) = Tst(Lst) +k- dst;
Xst(Lst + k) = X(]) +7rs* (Tst(Lst + k) - Tszm(]))v
k=Fk+1;
fin tant que
Ly=Lg+k—1;
fin  si;
j=4j+1; Javancer la simulation
fin tant que //avoir[6]

6. FIN SIMULATION
A la fin de la simulation nous calculons les statistiques suivantes : la moyenne de la
variable d’état (X,,,), la variance de la variable d’état (Vx_,), ’énergie consommée
pour appliquer le contrdle basé sur les événements durant la simulation (Emnot).

Xy = moyenne(X);
Vi, = Sily Xar0)?/ T
Entot = (ETLQH + E’I’LQL)/Tf

£ 20 V

X(t) sans controle
&
8

X(t) avec le contréle basé sur événements.
8

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Temps Temps

Figure 5. Dynamique continue pour : (a) L’intégrateur a commutation non-controlé
(b) L’integrateur a commutation avec le controle basé sur les événements

On peut facilement suivre I’algorithme de simulation présenté ci-dessus pour un
intégrateur & commutation a deux états, en regardant la Figure 3. En revanche, la
Figure 5 montre la différence entre le comportement aléatoire d’un systéme a deux
états, avec et sans le contrdle basé sur les événements, pour les données suivantes :
Tf = 300, T = 1, ro = —2, A= 04, on = 06, QHl = QHQ = 15, QLl = QLQ =
2.5, [Xmin, Xmaz] = [10,—10] et [ X, Xg| = [5, —5].
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4. Résultats

Cette section présente un cas d’étude pour la méthode de simulation présentée
ci-dessus. Nous considérons un intégrateur a commutation a deux états pour lequel
I’algorithme de contrdle basé sur les événements peut fournir une énergie consom-
mée minimale pour appliquer le contréle. Les simulations sont réalisées en Matlab
7.9.0.529, sur une machine de calcul a quatre cceurs, avec une vitesse de 3GHz et
4GB de RAM. Nous choisissons les parameétres initiaux qui définissent le systéme :
la longueur de la simulation Ty = 5000 (time units), le nombre de simulations ap-
pliquées N, = 50.000, les taux de variation associés aux états (r; = 5,72 = —5),
les taux de transition d’un état a I’autre (A = 0.4, © = 0.6) et la zone de contrdle :
Xmin = —100, X4 = 100. On varie les paramétres de contrdle QHy, QHs, QL1,
Q) L4 de sorte qu’ils respectent les conditions du contrdle basé sur les événements.

4.8

Total energy cost
IS
S o
I L

»
N
]

80 o 2

D1 = Xmax-X,, 90 10 15 aH,

Figure 6. Variation d’énergie pour l’intégrateur a commutation considéré

En tenant compte du fait que le systéme a beaucoup de paramétres qui peuvent
varier, nous considérons pour une question de simplicité que QH; = QHy €
{5.1,5.2,..30} et QL; = QL2 € {5.1,5.2,..30}. Nous considérons aussi des
différentes variations pour les limites d’arrét du contrdle (Xy € {0, 10,20, 30},
X € {0,—10,—20,—30}). La Figure 6 est une représentation graphique du cofit
énergétique total [2] obtenu en appliquant le contrdle basé sur les événements pour le
systéme considéré. Une valeur minimale de I’énergie est obtenue, qui correspond au
parametre du controle QH; = 14.9 et a la limite d’arrét du controle X = 0. Une
évolution similaire de 1’énergie est obtenu pour les intégrateurs a commutation ayant
des différents taux de variation et différentes limites d’arréter le contrdle.

Nous évaluons également 1’adaptabilité¢ de 1’algorithme de contrdle basé sur les
événements en termes de durée de calcul, déterminée par trois parametres fondamen-
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taux : la longueur de la simulation ('), le nombre de simulations (/N,-) et le nombre
d’états du systeme (/V). Plus explicitement, nous fixons deux des parameétres ci-dessus
et nous évaluons comment le temps de calcul évolue avec le troisiéme parameétre. Les
parametres de contrdle et les frontiéres de controle ont été également considérés fixes.
Le Tableau 2 montre la durée de calcul (7.) pour un intégrateur a commutation a deux
états sur IV, = 100 simulations; la période statistique est ds; = 1. Dans ce cas, le
temps de calcul est proportionnel a la longueur de la simulation comme représenté
dans la Figure 7 (d0 a des échelles différentes, les graphiques sont normalisés).

Ty 10 50 100 1000 5000
T. 0.45[sec] 0.54[sec] 0.63[sec] 2.57[sec] 15.22[sec]

Tableau 2. Temps de calcul T, en fonction de la longueur de la simulation T.

N, 100 1000 5000 10000 50000
T. 2.57[sec] 22.18[sec] 1.82[min] 3.61[min] 19.4[min]

Tableau 3. Temps de calcul T, en fonction du nombre de simulations N,..

N 2 5 10 15 20 30
T. 22.18[sec] 1.61[min] 2.7[min] 3.66[min] 4.66[min] 6.68[min]

Tableau 4. Temps de calcul T, en fonction du nombre d’états N.

Figure 7. T.. par rapport a Ty, N, et N

Pour le méme intégrateur a deux états mais avec une longueur fixe de la simulation
(Ty = 1000), quand le nombre de simulations augmente, le temps de calcul a aussi
une augmentation considérable comme il est représenté dans le Tableau 3. Quand le
nombre d’états de la chaine de Markov augmente, nous sommes dans un cas particulier
qui est représenté dans le Tableau 4 ; ici la longueur de la simulation et le nombre de
simulations sont fixes (7 = 1000, N, = 1000). Dans ce cas, bien que la durée
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de calcul dépende largement du nombre d’états de la chaine de Markov, il n’a pas
une augmentation exponentielle. On peut observer 1’évolution quasi-linéaire dans la
figure 7, qui confirme la complexité réduite de 1’algorithme proposé et la possibilité
de I'utiliser pour des chaines de Markov de grande taille.

5. Conclusions

Cet article présente une méthode de simulation en temps continu pour les systémes
stochastiques & commutation. En prenant en compte les événements aléatoires qui
changent le comportement du systéme, nous appliquons le contrdle seulement quand
il est nécessaire. L’algorithme peut étre facilement utilisé pour les intégrateurs sto-
chastiques a commutation a états multiples ; il peut servir comme un procéd¢ perfec-
tionné pour réduire au minimum 1’énergie consommeée par ces systémes en appliquant
le controle. Enfin, il peut étre également utilis¢é comme une méthode de validation
des résultats analytiques concernant les systémes stochastiques a commutation avec le
contréle basé sur les événements.
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